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Let p and 1 be odd primes. As a consequence of a work of Brinkhuis (Math. Ann. 
264 (1983), 537-543) one can prove that if p E 1 mod 1’ the ring of integers of the 
pth cyclotomic field has no normal integral bases over the ring of integers of the 
subfield of relative degree 1. This method does not work when the congruence is 
only p E 1 mod I. In this article we study this last case and prove that if (p - 1 )/I is 
not a power of two there is no relative integral bases. i ’ 1986 Academic Press, Inc. 
Soient I, p deux nombres premiers impairs et [ we racine primitive p- 
ieme de l’unite. Si p = 1(12) il rtsulte des travaux de J. Brinkhuis 
[Theo&me 4.11 que l’anneau Z[ [] ne possede pas de base normale 
relativement a l’anneau des entiers Ok de l’unique sous-corps k de Q@) tel 
que [QtpJ: k] = 1. La methode utiliste dans [B] se trouve en defaut si la 
condition p E 1 (12) n’est pas verifiee. Tout au long de ce travail, nous sup- 
posons done 
(l)p= l(l), P 1 1(12) 
et nous dtmontrons sous ces hypotheses: 
TH$OR~ME 1. Sip - 1 n’est pas de la forme 2”1, Panneau des entiers Z[[] 
du p-iime corps cyclotomique QCp) ne pos&de pas de base normale sur Pan- 
neau Ok de Punique sous-corps k de QCp’ tel que [QCp’: k] = 1. 
Lorsque I= 3, on peut obtenir des resultats plus prCcis [Cl, C2]: Z [c] 
ne possede pas de O,-base normale. Le premier case qui echappe au 
theoreme est alors celui de l’extension Q(“‘/Q(m); on montre que ia 
encore il n’y a pas de base normale [C3]. 
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Curieusement la mtthode utilisee pour dtmontrer le thiorbme 1 ne peut 
pas s’appliquer lorsque p = l(rz). 
On note H le groupe de Galois de CItPr/k et flJ2 l’ordre maximal de k[H], 
une condition suffrsante pour que Z[[] ne possede pas de Ok-base normale 
(c’est-a-dire ne soit pas O,[H]-libre) est que !BU[[] ne soit pas WI-libre. 
Ce rtsultat est demontre dans le corollaire 2 de la proposition 3, sous les 
hypotheses du theoreme 1. On peut donner une interpretation de cette 
propriett en suivant les id&es developpees dans un article de Queyrut [Q]: 
on considere la categoric %F des O,[H]-modules de type fmi, sans torsion, 
puis le groupe abelien libre engendre par les classes d’iomorphismes (M) 
des objets M de W. On note 9,( O,[H] ) le quotient de ce groupe par le 
sous-groupe engendrC par les elements de la forme (M’@M”) - (M’) - 
(M”). Le corollaire 2 de la proposition 3 Cquivaut a ce que O,[H] et Z[c] 
n’aient pas la meme image dans ~,(O,[H]) (cf. [Q Sect. 1 et 
Corollaire 6.31). 
Enfin dans la Section 4, nous demontrons que Z[[] et la codifferente de 
QPtP’/k sont O,[H]-isomorphes ce qui nous donne un nouveau rtsultat 
“d’auto-dualit?’ apres celui de Taylor [T]. 
Je tiens a remercier J. Queyrut pour ses suggestions et M. J. Taylor dont 
les remarques ont abouti a l’tlaboration de la Section 4. 
1. RECHERCHE D'UN REPR~ENTANT 
En notant H (resp. G) le groupe de Galois de Q’p’/k (resp. de k/Q) les 
congruences (1) montrent que Gal(&F/Q) z G x H; on note K le sous- 
corps de Q (p) de degre 1 sur Q. 
Si on note p une racine primitive I-ieme de l’unite, on sait que YJI FZ 
0, x O,[p] oti O,.p] est l’anneau des entiers de k”‘; on adjoint done a 
&ptp) les racines I-iemes de I’unite, ce qui donne le diagramme suivant 
Pour chaque corps L, on note 0, son anneau des entiers, sauf lorsque cette 
notation peut etre avantageusement remplacee (0~0 = O,[p]; O,c,, = 
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Z[[]). Pour tome nombre premier q de Z, on note Z, le complete de Z 
pour la metrique associee a l’ideal premier (q). 
On sait que 0, est Z[H]-fibre de rang un et que l’on peut choisir 
comme base l’tlement 8 = TocrIiK([). Comme (p) est le seul ideal premier 
ramitie dans Q”“/Q, 0 est une base de Z, On Z[c] comme (Zy O. 0,) 
[H-J-module pour q premier different de p. 
La structure de $38 permet de considerer mtZ[[] comme le produit dun 
Ok-module M, et dun U,[p]-module M,. Le module mtZ[[] est libre si et 
seulement si M, et M, le sont. Les remarques prectdentes montrent que 
‘%I( Ok Oz 0,) est W-libre et ne differe de %?Z[i] que par son localise en p. 
Comme l’ideal premier au-dessus de p dans k est principal on en deduit 
[A] que M, est Ok-libre. 
On note a,, un element de Z[<] qui est une base de L, Oa Z[[] comme 
B, Oz O,[H]-module. On choisit x un caractere nontrivial irreductible de 
23 et, pour chaque x E Qpfp), on d&nit la resolvante de Lagrange (x, x) = 
22 (T E H a(x) x( (r ~ ‘). 11 resulte des travaux de Frohlich [IF] que le module M, 
est O,[p]-libre si et seulement si la p-composante de l’idtal fractionnaire 
de 0, [p] engendre par ( ap, x j/(8, x ) est principale. Soit 3 cette p-com- 
posante. 
2. DI~COMPOSITION DE 3 EN PRODUIT D'IDF:AUX PREMIERS 
Les congruences (1) montrent que p est decompose dans Q(‘j/Q. On note 
pi (1 < i< I- 1) les ideaux premiers au-dessus de p dans Q”‘. Ces idtaux 
sont totalement ramifies dans QB~~‘)/Q”). On pose %7: (1 d i < 1- 1) (resp. 
$I;, resp. ‘$3:) l’ideal premier de Q(p’l au-dessus de pi (resp. Cp: n k’“, resp. 
Cp,!’ n K”‘). Des considerations tlementaires sur les discriminants montrent 
que ap (resp. 0) est une (Z,, Or O,[p]) [H] (resp. Z[p][H]) base de 
Z, Oil Z[<p] (resp. O,&]). Le theoreme 8 de [F] permet de calculer les 
valuations in !$I,!’ de ( ap, x ) et de (8, x > et done d’obtenir la dicom- 
position de S en produit d’ideaux premiers: 
Le groupe H &ant isomorphe aux groupes de Galois de K”‘/Q”’ et de 
~(~~)/~(~), on peut interpreter le caractere x comme un caractere du groupe 
J(k”j) (resp. J(@‘))) des idiles de I(“’ (resp. Q(“) au moyen de 
l’homomorphisme de reciprocite dArtin. Par restriction c’est done un 
caractere du groupe U,(k”‘) (resp. U,(Q”‘)) des unites ‘$J-adiques (resp. p- 
adiques), od l’on a note ‘$3” un des ideaux premiers de Qcp” au-dessus de p 
et 13 = Cp” f-3 k, p = $@” n QP(‘). 
Les extensions Q’p’l/k”’ et K”‘/Q”’ etant moderement ramifiees la valeur 
de x(u) pour u appartenant a U,(k”‘) (resp. U,(Q!“))) ne depend que de la 
classe de t6 module $3 (resp. pf. On obtient done un homomorphisme xr3 
(resp. x,) de (O,[~]/~)* (resp. (Z[p]/p)*) dans le groupe (11) des racines 
I-iemes de l’unite. Comme p z 1 (I) ce sous-groupe peut &tre considere de 
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facon naturelle comme un sow-groupe de (O,[p]/Y)* (resp. (Z[p]/p)*). 
On a done un endomorphisme du groupe (O&]/V)* (resp. (Z[p]/p)*). 
On en deduit l’existence dun entier O<r(x) < I (resp. 0 6 r’(x) < I) tel 
we 
*v(q z ,-‘IP- ~VOr’X mod ‘$3 (resp.X,(u)-u~“P~‘)/“r’(y’modP) 
pour u E U, (resp. 2.4 E U,). 
Si on note v~,, (resp. I+) la valuation de Q’P’) (resp. K(l)) associee a ‘$3” 
(resp. ‘$3’) le theoreme 8 de [F] nous permet d’aflirmer que: 
u~~(Q~, x))=r(x)3 ua4 (0, x >) = r’(x). 
Puisque l’extension k”‘/Q”’ est totalement ramiliee, les groupes 
(Z[p]/p)* et (O,[p]/‘p)* sont canoniquement isomorphes. On peut done 
comparer les entiers r(X) et r’(X). 
Les proprietts fonctorielles de l’application de rtciprocite d’Artin nous 
permettent d’etablir le diagramme commutatif suivant: 
u, - J(k”‘) - Gal( Q’P”/k”‘) 
N 
I 
N 
I 
P 
I 
UP - J(Q’? - Gal(K”‘/Q”‘) 
oh N est la norme de k”‘/Q”’ et p l’isomorphisme de restriction, ce qui 
donne en passant au quotient 
‘Fp* (‘n Ga](Q’P”/,l$“) 
91 I P I 
v 
(P Gal(k”‘/Q”‘) 
ou l’endomorphisme YI de Fp* est” l’elevation a la puissance (p - 1)/1. On en 
deduit: 
.Y”P-““‘r= xv(x) = x((&(x)) = x(qq%(x))) 
Les entiers r(X) et r’(X) sont definis module 1 et veritient 0 d r, r’ < 1. Si on 
dbigne par t l’inverse de (p - 1)/1 module I et si on note [n] le reste de la 
division par I de l’entier n on obtient: 
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Afin de connaitre la valuation ( aP, x )/( 0, x ) pour les conjugues de ‘$3, on 
identifie Gal (Qe(Pr)/Q’p)) et Gal(Q’“/Q). Les elements s, de ce groupe sont 
caracterises par M detini modulo I, a 1 O(Z), s,(i) = [, s,(p) = $. 
On peut alors Ccrire (1 - c) Z[[, ~1 = J-J;:‘, s,(‘p ;‘). I1 s’ensuit 
pour obtenir cette valuation il sufht done de remplacer r par [ra]. On peut 
done supposer (en changeant le caractere 1, par exemple) que la valuation 
de ( aP, x )/( 8, x ) en ‘$3 est egale a 1 et on peut Cnoncer: 
PROPOSITION 1. Le !JJI-module YJIZ [[I est libre si et seulement si ridL;al 
3 = fl Srl(q)(a-((P- 1voCorrl)(1l1) est principal. 
CZ=l 
(On rappelle que t est l’inverse de (p - 1)/r modulo 1; noter que 3 depend 
du choix d’un caractere x). 
3. PREM&RES PROPRI~T~S DE L'IDI~ALJ 
PROPOSITION 2. L’idPal3 est ambige dans k”‘/Q”’ et sa norme 
relativement au sous-corps totalement r&e1 de k”’ est principale. 
DPmonstration. 11 est evident que 3 est ambige dans k”‘/Q”‘. I1 reste a 
regarder sa norme sur k&‘l le sous-corps reel maximal de k”‘. On remarque 
que puisque 3 est ambige dans k(‘)/Q(“, et que les corps Q(” et k”’ sont 
complexes, Nkl~~,k~b(3) O,[p] est Cgal a 3sP,(3) et on etablit le lemme: 
LEMMA. Nk~,,,&3) est principal si et seulement si 3~ ,(3) est principal. 
DPmonstration du lemme. La condition necessaire est Cvidente. Sup- 
posons que 3s_ r(3) soit principal alors la classe de Nkwlk$3) est d’ordre 2 
ou 1 dans kt). De plus (3sP,(3)) Z[[, ~1 = Nk~~f,k;~(3) Z[[, ~1 or il n’y a 
pas de capitulation d’idtaux entre le sous-corps reel maximal Q(c, FL)~ et 
Q(J”) [L Thtoreme 4.21 c’est done que Nk~l~,k~~~(3) devient principal quand 
il est Ctendu a a([, P)~. On en deduit que la ciasse de N,J/I,~#I(~) est d’ordre 
lou 1. 
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Fin de la Gmonstration de la proposition. Calculons 
3s_,(3)= fi S,l(~)~~-~l~-l~/oCatl~~l/l~ 
a=1 
= ri s,W) 
(1/f)(x--(~p-l1)/fI[orl-+~I-a~--f(P-1~;OC~f-zIfI~ 
CZ=i 
les exposants sont done kgaux i 1 - (l/l)((p - 1 ),U)( [at] + [(I- LY) t]); 
mais [at] + [(I-a) t] = Z, les exposants sont done tous Cgaux a 
l-((p- 1)/r) et 3s_,(3)=(N,t,,~,(l-i)0,[~]}‘-“P~1)ji)est principal. 
4. AUTO-DUALITY 
Les techniques utilisees par Friihlich [F, Theoreme 18 et Corollaire] 
montrent que le calcui precedent nous donne le quotient des conducteurs 
des extensions Q’P)/k et K/O pour le caractere x: f(x, &PJ/k) fP ‘(x, K/Q) 
ce qui explique que l’on trouve un ideal principal, puisque le seul ideal 
ramifik dans Q(P’/k est principal. 
Le theoreme 19 de [F] donne une interpretation de la proposition 2 en 
terme de structures galoisiennes. Soit Cl( O,[H]) (resp. Cl(fDz)) le groupe 
des classes des O,[H] (resp. !JJI) modules projectifs de type fini, de rang 
difini. La co-differente Sol& est le dual de Z[[] pour la forme bilineaire 
associee g la trace dans Q@)/k. Le theorkme 19 et la proposition IX 3 de 
l’appendice de [F] montrent qu’il y a equivalence entre la proposition 3 et 
le fait que ie produit de la classe de Z.[[] et de l’inverse de la classe de 
23 $!/k est dans le noyau de ~homomorphisme canonique de Cl( O,[ H J ) 
dans Ci(YX). On peut d~montrer: 
TH~OR~ME 2. Les O,[H]-modules Z[Q et ~n,,~,,, sent isomorphes. 
Remarque. Taylor a demontre [T] que pour toute extension M/L 
galoisienne modtrement ramifiee de corps de nombres, de groupe de Galois 
f, l’anneau 0, et la co-differente 9~)~ sont Z[H]-stablement isomorphes. 
On a done dans ce cas particulier un resultat plus precis. 
Avant de dtmontrer le theorkme 2 rappelons la description du groupe 
CI(O,[H] telle qu’elle rksulte de [F, Appendice 1-J. 
On note H’ le groupe de Galois de ~(~~)/~, R, le groupe des caracdres 
virtuels du groupe H d&finis sur C, ~(~(p’~) le groupe des idtles du corps 
Qe(@) @P’)* ie groupe multip~icatif de QP) s’envoyant sur la diagonale de 
J(Q’b)); si B est l’ensemble des places de k, le produit & E &O+J[H] )* est 
isomorphe au groupe Det(U(O,[H])) de I’appendice 1 de [F], il peut etre 
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consider-e comme un sow-groupe de Hom,(R,,, J(Qtp”)). On a alors 
l’isomorphisme: 
CUO,CW) = 
Hom,(R,, J(Q(“‘))) 
Hom,.(R,, Q(P’)* m,...o,,cm*r 
Si on designe par (Z[c]) et par (22&,,,,) les classes de Z[[] et de la co- 
differente dans Cl(O,[H]), il faut dtmontrer que (2[[])(63&,,,,)) est 
l’element neutre. Le theoreme 19 et l’appendice I (formules (I.1 1) et (I.1 2) 
de [F]) donnent une description d’un representant de (Z[[])(~o,&k)~~ ’ 
dans Hom,(R,, J(CI~~‘))): 
C’est l’applicationf qui a chaque caractere $ associe l’idele dont les com- 
posantes f( II/), sont donnees par: 
(i) Si q est une place a l’intini, ou divise l’ordre du groupe H, 
f(*)q= 1. 
(ii) Sinon f ($), est un generateur du conducteur local f,(lC/) du 
caractere $. 
D’une facon generale un Cltmentg de Hom,(R,,, J(Q’@‘)) est connu 
par la donnte de g(xO) appartenant a J(k) groupe des ideles de k et de g(x) 
appartenant a J(k(,u)) groupe des ideles de k(p), oh x est un caractere 
absolument irreductible de H, different du caractere trivial x0. 
On peut done supposer que le representantf de (Z[[])(Qo,&) ’ est tel 
que f(xo)q =.f(x), = 1 sauf lorsque q est une place au-dessus de p, auquel 
casf(x& = 1 etf(x), =NwI,~ (1 -iI. 
On veut demontrer que cette application appartient au dtnominateur de 
l’expression qui represente Cl(O,[ H]); pour cela on va modifier f par un 
element de Hom,(R,, Q(p’)* ) de facon a ce que toutes les composantes 
soient des unites. On verifiera que l’on obtient ainsi un element de 
FIq s ./PO,JHI*. 
On multiplie f par l’application g telle que pour toute place q: g(xO), = 1, 
g(x), =N,qdl -i)- ‘E oh E est une unite de O,[p] que l’on va prtciser 
ulterieurement. On note T=fg. Dire, pour une place q, que l’application 
I/I +y($), appartient a O,,[H] * revient a dire qu’il existe un Clement 
x E OkgCHl* tel ve x0(-~) =ho)q et x(-y) =.h),. 
Pour toutes les places q premieres a 1, O,g[H] est un ordre maximal, les 
valeurs Ye et y(x), etant des unites, 7~ O,,[H] *. 
Pour une place Y, au-dessus de I, il faut trouver x E O,, [ H]* tel que 
x0(.x) = 1 et x(x) = NQrrjjk( 1 - [) ‘8 (01‘1 E E O,[p]*). 
On considere les ideaux de O,[H] engendrts l’un par 1 - rr, l’autre par 
1 + v + . + CT- I; leur intersection est rtduite a (0), ce qui permet de con- 
sidtrer O,[H] comme le produit fibre de Ok et O,[p] au-dessus de Ok/l. 
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o,cm - Of&] = O,[H]/( 1 + 0 + ... + c+l) 
I I 
O,[H]/( 1 - a) % 0, - 0,/l= OkCPl/(l -PI 
Pour que yY soit dans O,,[H]*, il suffit de choisir E pour que 
N~w,~( 1 - [) - ‘E E 1 (1 - p). Avec E = N~ID(~/,,~u,( 1 - [p) la congruence est 
vtrifite, ce qui acheve la demonstration du theoreme 2. 
5. REMARQUES SUR LE GROUPE DES CLASSES DE li"' 
On veut evaluer le nombre de classes de k”’ representees par des ideaux 
ambiges et dont la norme relativement a kr) est principale. Soit C; ce 
groupe et C, le groupe des classes represent&es par des idtaux invariants 
dans k”‘/Q . (‘I On decompose Cr en produit de sa composante paire et de 
sa composante impaire: 
Le groupe de Galois de k”‘/k#) opere sur chacun de ces facteurs et on peut 
decomposer Z[$] BE C, : 
le terme (( 1 -s- 1)/2)(i7[+] Oz C,) represente les classes ambiges d’ordre 
impair dont la norme relativement a kg’ est principale c’est-a-dire 
Z[$] Or CL. Pour obtenir plus de renseignements sur ce groupe, nous 
utilisons une methode due a Gras [G]: 
On part des suites exactes de Chevalley conduisant a la formule des 
classes ambigues. Adoptons les notations suivantes: 
Pour chaque corps L, I, (resp. PL) designe le groupe des ideaux fraction- 
naires (resp. fractionnaires et principaux) de L, rappelons que G est le 
groupe de Galois de k/Q, isomorphe a celui de k”‘/Q”‘. Nous avons les 
isomorphismes: 
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Par ailleurs: 
P$I,/PQ,I, z H’(G, C&k”‘)) a pour ordre 
od nous dksignons par U(L) le groupe des unit& de 0,. Si on note 
ac( U(k”‘)) le quotient de Herbrand de U(k”‘) considtrt comme G-module, 
e, l’indice de ramification dans k”‘/Q”’ d’un idtal premier 3’ de Q”‘, par 
U(L) (resp. Cl ~ (L)) le groupe des classes (resp. des classes relatives) de L, 
on a: 
IC, I = Iww x Cu(a”‘): Nk;,Q;(u(k(,‘))] x %uw”‘)). 
On peut ensuite tensoriser par Z[+] Oz toutes les suites exactes qui con- 
duisent & cette formule. Les quotients finis ktant d’ordre impair, on peut 
tensoriser par ((1 -s-,)/2)Z[t][G] Opcl,zIcc;I. 
Le groupes U(k&“) Ctant un G-module d’indice fini dans U(k”‘) on a 
ac( U(kb”)) = a,(U(k”‘)), comme par dkfinition les ClCments de kX’ sont 
invariants par spl le terme ac( U(k”‘)) disparait aprks les opkrations de 
tensorisation. De m&me, dans 
puisque I est premier U(Q”‘) est engendrk par les racines 2Mmes de l’unitk 
et les unit& rtelles, @( Q(‘))(’ ~ sm1)‘2 est le groupe des racines I-ikmes de 
l’unitk qui sont toutes normes puisque ((p - 1 )/I, I) = 1. Autrement dit on 
peut Cnoncer: 
PROPOSITION 3. L’ordre de Z[t] Oz C; ’ est &gal & 
On peut donner une valeur plus prkcise de l’ordre de ce gmupe. En effet 
le groupe Z$,,/IQI,, est engendrk par les idtaux premiers de k”’ au-dessus de 
p, ces idCaux sont conjuguks entre eux par Gal(k”‘/k) et ont pour ordre 
(p- 1)/1 dans I&,/Z,,,,. On a done 
Z~,,/ZQc,, z [ 27,/y+) Z] [Gal(Q’“/Q)]. 
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En posant (p - 1)/l= 2*m (m, 21) = 1, on a: 
[;z[gj oz (ZG /I k(i) Qf’) )](1-s-1’i2 
(I- 1)/2 
z @ (z/rna(s~,))(‘-~~I1”~ 
i= I 
ce qui donne: 
COROLLAIRE 1. L’ordre de (Z [i] 0 E C; ’ ) est kgal 6: 
m”P’)i2 x lZ[f] Oz Cll(Q”‘)I. 
11 est evident que Cl(k”‘) z (Z[t] Or Cl(k”‘)) x (Z, Or Cl(k”‘)). On peut 
done, dans cette decomposition Ccrire $3 = ‘5j.J’. $3”; il resulte des calculs 
precedents que Z[t] Or C; ’ est engendre par les classes relatives de Qcr) 
d’ordre impair Ctendues a k(‘) et les ideaux s;‘(‘~‘)/s~~.s~‘(~‘) avec 
1 < i < (I - 1)/2. De la meme maniere, dans la decomposition C, 2 
(Z[+] @+C,)X(Z,@~C,) on peut ecrire 3=3’.S” avec 3’= 
r-Ii_; srl(~‘)(2-((/,~I)il)C~rl)clil); comme ( 1 + s ~ 1 ) 3 est principal, 
( 1 + s _, ) J’ est l’element neutre et 3’ = ( 1 - s ~ i )/2 3’ soit: 
COROLLAIRE 2. Le %I-module !lJlZ[[] n’est pas libre dh que m > 1 (oti 
m = (p - 1)/2”1). 
DPmonstration. D’apres la proposition 1 et la discussion prtctdente une 
condition necessaire pour que !IJIZ[~] soit !IJ&libre est que - I+ 2a = 0 (m) 
quel que soit 1 d a < (1- 1)/2, on en deduit qu’il n’existe qu’un seul CI 
vtriliant ces conditions done 1= 3, mais alors CI = 1 ce qui implique m = 1. 
Le theoreme se deduit du corollaire 2, comme on l’a explique dans la 
Section 1. 
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